Correction : Trinome et nombre d’or

On considere la figure :

A X B1C

F E D

Les quadrilateres ACDF et BCDE sont des rectangles qui ont les mémes proportions.
Onpose: AB=CD=xetBC=1.

1) Démontrons I'égalité: x2 —x —1 = 0.

D’apres ’énoncé, ACDF et BCDE ont les mémes proportions, donc : % = %, par exemple.

A X+ 1 @ B1C

Dou: - =1

x+1 X
Ainsi:x xx=1x(x+1)
Donc: x? = x + 1.

Enrésultat: x2—x—1=o0.

2) Onpose:x2—x—1=(X—x)(X — Xz).
Montrons que : X1 + X2 =1

XiXo = -1

X2 —X —1=(X—X)(X — X2) équivaut a x2 — X — 1 = X2 — XiX - XoX + X1X2
Dou:x2—X—1=%X2— (X + X2)X + XiXo

Deux trindmes sont égaux lorsque leurs coefficients respectifs sont égaux.
Donc:-1=-(X: + X2) €t Xs + Xo = 1.

Et:—1=x:X, d0OU X1X2 = -1.

Les expressions a + b et ab sont ce que 'on appelle des invariants par permutations.

Posons s(a, b) = a + b et p(a, b) = ab. On observe que s(a, b) = s(b, a) et p(a, b) = p(b, a).

Quand on permute les nombres a et b, les expressions sont invariantes. Dans le cas étudié, nous
voyons bien que la somme des racines du trinéme x; + X- est un invariant par permutation, ainsi
que le produit des racines du trindme x:x». L’étude des invariants par permutation, en lien avec
I’étude de la résolubilité des équations polynomiales, s’est avérée d’une étonnante fécondité et a

conduit a '’émergence de la théorie moderne des groupes algébriques.



3) Développons (x: + X2)2 et démontrons que x;2 + X2 = 3.

(e +25)2 =202 + 2x0%5 + 2,2 = 0% + 2,2 + 2x,x,
Or: xixo = -1.

Donc: (x; +x,)2 =x2 + 2,2 4+ 2(—1) =x,2 + x,2 =2
Or:x;+x=1,donc: (1)% = x;% + x,%2 — 2

En résultat : =1+ 2=3,cqfd.

4) Démontrons que (X - X2)2 =

[
&

(01 —x3)2 = 2,2 — 2%, + 2,2 = % + 2,2 — 22, %,
Or:xix. =-1et

Donc: (x; —x,)2=3-2(-1)=3+2

En résultat : (x; — x,)? = 5, cqfd.

5) Démontrons que les nombres x; et X sont solutions du systéme de deux équations linéaires a

deux inconnues ci-dessous :
X +x =1
1 2
X —x = \/;

D’aprés les questions précédentes, ona: (x; —x,)> =5 et xi + X2 = 1.
Donc:x; —x, = +V/5etx; + Xa = 1.

Autrement dit, les racines x: et x. sont solutions des deux systémes d’équations :

{x1+x2=1 {x1+x2=1
e
x

9‘71_352=\/g 1_x2=_\/§

Comme les racines x: et x- sont permutables, ces deux systemes conduisent aux mémes solutions.

1+\E
2

6) Montrons que AB=¢ou ¢ = est appelé nombre d’or.

, N , . SN . X +x, =1
Résolvons le systeme de deux équations linéaires a deux inconnues : { VB
X1 — X2 =

{x1+x2=1 {ZX1=1+V5 xl: 2
= (=
Xy —Xx; =V5 2x, =1—+/5 x — 15

La solution du probléeme étant une longueur nécessairement positive, la solution du probleme est le

nombre%g > 0. Donc: AB = %g =@



