Pour tout entier naturel n, on définit la fonction numérique f;, par :

n

VxeR, fox)=

et fn(x)= pour tout 7€ N .

1+x2 1+x2
On note C, la courbe représentant f,, dans un plan affine euclidien E rapporté a un repere ortho-
normé (O A | ) (unité : 4 cm), et on désigne par I, 'intégrale

1
I, =f0 fa(0)dt.

Partie 1

1. Etudier les variations de fi et tracer la courbe C;.

2. Soit ¢ 'application du plan E dans lui-méme qui au point M de coordonnées (x ; y), associe
le point M’ de coordonnées x' =x et y' = x—y.

Montrer que ¢ est une symétrie, dont on précisera l'axe et la direction.
Vérifier que la courbe C; est 'image de C; par ¢. Tracer alors C; dans le méme repére que Cj.

3. Calculer I + I3. En déduire la valeur de I3.

4. Calculer en cm? I'aire du domaine délimité par les courbes C; et Cs et les droites d’équations
x=-letx=1.



Partie 2

Soit u la fonction définie sur R par

1+12 7
1. Montrer que u est dérivable sur R et calculer ' (x).

X
u(x) =f 1 dr
0

2. On pose, pour tout x de l'intervalle |-% ; Z[, F(x) = u(tanx).

272
a. Préciser F(0).

b. Montrer que F est dérivable et calculer F'(x), pour x € ]—% ; % [

¢. Endéduire que: Vxe|-5; [, F(x) = x.

1
d. Déduire de I'égalité précédente la valeur de I = f 7 dt
0

3. a. Montrer que, pour tout entier naturel p,

1
I +1I =—.
2p+1 2p+2 2P+1
Calculer alors I, I et Ig.
b. Montrer que pour tout pe N, ona0< Irp < 2o+ 1"
p
En déduire la limite de I>;, quand p tend vers +oo.
4. On définit la suite (l/p)peN* par:
vps1, ppo1-tel L, (ED
S A 2p+1

Montrerque Vp > 1, v,=1Io+ (—1)’”—1[2,,.
Quelle est la limite de v, quand p tend vers +oo?

Partie 3

On considére, dans un espace affine euclidien & de dimension 3, un mobile M dont les coordonnées

—>—>—>)

sont, dans un repere (O L, ],k

t 2
= , = , &=
1+ 12 Y 1+ 12 1+ 12
t désignant le temps et décrivant 'intervalle [0 ; +ool.

1. Montrer que le point M appartient a un plan P dont on donnera une équation.
2. Vérifier que le point O’ de coordonnées (% ;05 %) et les vecteurs u = 7 et v = % (7 —75)
constituent un repere orthonormé de P.
Trouver un vecteur Z; tel que (O’ , ;l), 7;, ;) soit un repére orthonormé de &.
3. Exprimer, en fonction de ¢, les coordonnées X,Y et Z du point mobile M dans le repere
(0w, v, w).
En déduire que le point M appartient a la courbe I" du plan d’équation
4X2+2Y2=1.
Tracer cette courbe dans le repeére (O’, ;, 7/), 7&)
Préciser la trajectoire de M et le sens de parcours sur sa trajectoire





