1. La suite (u,) est la suite dite de Héron d'Alexandrie.

2. On considere la propriété P(n): "u, > 0" . Démontrons par un raisonnement par récurrence
que la propriété est vraie pour tout entier naturel n.
Initialisation
A-t-on P(0) vraie ? Autrement dit, a-t-on A > 0 ou 4 = u,, pourn =072
Pourn=0,0ona: A4 =uy =2 > 0. Donc P(0) vraie.
Hérédité
Supposons P (k) vraie, c'est-a-dire uj > 0.

A-t-on P(k + 1) vraie ? Autrement dit, a-t-on A > 0 ou 4 = Uy 44 ?

2
Ona:A=ugy = %(uk +i) = l(uk +2) > 0 car u, > 0.Donc P(k + 1) vraie.

Uk 2 Ug
L'hérédité est vérifiée.
Conclusion
La propriété étant vraie pour n = 0 et étant héréditaire, d'apres le théoreme de récurrence, elle
est vraie pour tout entier naturel n.

On dit que la suite (U,,) est une suite a termes strictement positifs.

3. Démontrons par un raisonnement par récurrence que U, — V2 = 0 Vn € N..

On considére la propriété P(n): "u, — V2 = 0" . Démontrons par un raisonnement par
récurrence que la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

Initialisation

A-t-on P(0) vraie ? Autrement dit, a-ton A = 0 ot A = u, — V2 pourn =0 ?
Pourn=0,0ona: 4 =1uy—+v2 =2-—+/2 > 0. Donc P(0) vraic.

Hérédité

Supposons P(k) vraie, c'est-a-dire uy — V2 = 0.

A-t-on P(k + 1) vraic ? Autrement dit, a-t-on A = 0 o0 A = Upq — V2 ?

Ona:AzukH—\/f 1(uk+uik)_\/§ :l(ﬁ)_ﬁ zl(ukz—zﬁuwz)

T2 2\ uy 2 ug

2 2
Clestadire: A = Uprr — \/E _ ug?—2vV2up+2 _ up?—2upxv2+(v2) _ (ux—v2) > 0.

2uy 2uy 2ug
Donc P(k + 1) vraie. L'hérédité est vérifiée.
Conclusion
La propriété étant vraie pour n = 0 et étant héréditaire, d'apres le théoreme de récurrence, elle

est vraie pour tout entier naturel n.
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4. Démontrons par un raisonnement par récurrence que U, — V2 < on VN E N*.

On considére la propriété P(n): "u, — V2 < on - Démontrons par un raisonnement par

récurrence que la propriété est vraie Vn € N*.
Initialisation
1

A-t-on P(1) vraic ? Autrement dit, a-t-on A < Bou A =u, — V2 ct B = 2_"" pourn=17?

Pourn=1,0na: Azul—ﬁ=§(2+§)—\/§=§— 2~ 0,1.

B===2=05
2
Donc A < B. P(0) vraie.
Hérédité

Supposons P (k) vraie, c'est-a-dire

A-t-on P(k + 1) vraic ? Autrement dit, a-t-on A < B ot A = U4 — V2 et B = L

2k+1

Ona:A=uy —V2= %(uk + uik) -2 = l(MRZH) —V2 =1 (_ukz_z\/fukﬂ)

2 Ug 2 Uk

Clest-a-dire : A = Uy — V2 = wP-2VZur2 _ w-2uo/2+(V2)" _ (wemv2)”
-a-dire : A = Ugqq = = =

Zuk Zuk 2uk
-2 -2 V2 1
Donc: A = G0 () | _ e
2uy 2uy ug 2x2k
_ (ux—2) 1 V2 1 . .
A= — X et = (1 — ;) X i < Ske1 Car, d'apres la question 3, ona: u, — V2 > 0,

donc : Uty > VZ, cestadire: 0 <2< 1,dou:0<1-2<1.
k

n
Donc P(k + 1) vraie. L'hérédité est vérifiée.
Conclusion
La propriété étant vraie pour n = 0 et étant héréditaire, d'apres le théoreme de récurrence, elle

est vraie pour tout entier naturel n.

5. Déterminons la limite £ de la suite (u,,).
Ona:u, —vV2=>0ect un—\/fszin.

Donc:OSun—\/Egzin

D'apres le théoreme des gendarmes, la suite (un - \/E) étant encadrée par deux suites, l'une

nulle, I'autre convergeant vers 0, elle converge vers 0.

La limite de la suite (un - \/E) étant zéro, cela signifie que lim u, = V2.
n—>oo



6. Vérifions que V2 est solution de I'équation x = % (x + %)
1 2
Posons 4 = 5 (x + ;). A-ton A = V2 quand x = V2 ?

Pourx=\/§,ona:A=l(\/§+%)=%(\/§+\/§)=\/§.

2

La limite de la suite (u,,) est bien solution de I'équation x = % (x + E)



