exercice 1
On consideére la suite de Fibonacci (F,) définie par Fy = 1, F; = 1 et par:
Foiz = Fpa + K
DWE=F+F=1+1=2ce¢tF=F+F =2+1=3.
2) Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n,
Fo> +F,> + -+ E*=F, X Fpq
On considere la propriété P(n): "
Fo> +F,> + -+ E*=F, X Fpq
Initialisation
P(0) vraic ? A-t-on Fo? + F;> + -+ E,> = E; X Fpyq pourn =07?
A B

Pourn:O,ona:A=F02=12=1
Ona: A= B. Donc P(0) est vraie.

Hérédité

On suppose P(k) vraie, c'est-a-dire Fo> + F,> + -+ F,2 = Fy X Fppq.
La propriété P(k+1) est-elle vraie ?

A—t—on FOZ + F]_Z + -+ sz + Fk+12 = Fk+1 X Fk+2 :
c D

Ona: C:FOZ + F12 + -+ sz + Fk+12 = Fk X Fk+1 + Fk+12 = Fk+1 X (Fk + Fk+1)

Donc : C= Fyyq X Fyyp = D. La propriété est héréditaire.
Conclusion
La propriété étant vraie pour n = 0 (initialisation) et étant héréditaire, d'apres le théoréme

de récurrence, elle est vraie pour tout n = 0.




exercice 2

. . J 2n2+12n+6
On consideére la suite (d,,) définie par: d,, = — s
) 12

1) Montrons que pourt tout entier n, d, = 2n+ 6 — —

12 @2n+6)(n+3) 12 (2n+6)(n+3)—12
n+3 n+3 n+3 n+3

2n+ 6 —

12 2n2+6n+6n+18—12 2n2412n462
Donc:2n+6 —— = = =d, cqfd

n+3 n+3 n+3

2) Déterminer lim d,,.
n—->oo
12 . . 12
d, =2n+6 ———avec lim(2n + 6) = +o et lim (——) =0
n+3 n—-oo n—-oo n+3

D'apres les propriétés des limites de suites, on a : lim d,, = +o00.
n—-oo

Probleme

En novembre 2019, Sophia achéte une plante qui mesure 40 cm. II lui est conseillé chaque
année de tailler sa plante en la coupant de 5 cm, de sorte que celle-ci pousse et voit sa
hauteur s'accroitre d'un cinquieme.

On note h,, la hauteur de la plante (exprimée en cm), juste avant sa coupe, en novembre

2019 + n.

Traduisons I'énoncé par un schéma.

Evolution de la taille d'une plante en cm

Augmenter de un cinquieme revient 2 multiplier par 1 + 1/5 = 1,2

x 1,2 x 1,2 x 1,2
hO hl hZ hn hn-‘rl
-5 -5 -5
h =40
0 h=12h-5 h=1.2(h-5) h =12 -5)
= 1,2h -6 =1,2h -6 h . =12h -6

5 cm enlevé a la
plante chaque année

La taille de la
plante augmente de 20%
chaque année



1) D'apres le schéma, on a trivialement :
hpy1 = 1,2h, — 6

2) Démontrons par un raisonnement par récurrence que, pour tout entier n = 0,
h, =30+ 0,2n
On considere la propriété P(n) : "h, = 30 + 0,2n "
Initialisation

P(0) vraie ? A-t-on hy, =30+ 0,2n pourn =107
—— T
A

Pourn=0,ona: A=hy =140
B =30+ 0,2(0) =30
Ona: A = B. Donc P(0) est vraie.
Hérédité
On suppose P(k) vraie, c'est-a-ditre hy, = 30 + 0,2k.
La propriété P(k+1) est-elle vraie ?

A-t-on Ry =30+ 02(k+1) = +02°?
C D

Ona:C=hyy =120 —6>1230+0,2k) — 6
Donc: C > 30 + 6 + 0,2k + 0,04k - 6.
D'oa: C > + 0,04k

Pour que C soit supérieur ou égal a D, il faut que : 0,04k = 0,2
Clest-a-dire : k = 5.
La récurrence fonctionnera a partir du rang 5 si P(5) vraie.
Ce qui est le cas car :
h,=42>30+0,2(1) = 30,2
h, = 44,4 >30+0,2(2) = 30,4
h; = 47,28 =30+ 0,2(3) = 30,6
h, = 50,736 > 30+ 0,2(4) = 30,8
hs = 54,8632 = 30 + 0,2(5) = 40

La propriété est héréditaire.

Conclusion
La propriété étant vraie pour n = 0, 1, 2, 3, 4 et 5 (initialisation) et étant héréditaire a

partir du rang 5, d'apres le théoréme de récurrence, elle est vraie pour tout n = 0.



3) Déterminons lim h,,.
n—>00

Ona:h, =30+ 0,2navec lim (30 + 0,2n) = +oo.
n—oo

D'apres le théoréme de comparaison (cours), ona: lim h, = +oo
n—-oo

On considere l'algorithme écrit en langage naturel ci-dessous.

4)
a) Algorithme renvoyant le rang de la suite (hy) a partir duquel tous les termes h,,

dépassent strictement 60.

N<«<O

H « 40
Tant que H < 60

N« N+ 1

H«1.2*H-6
Fin Tant que
Afficher N

b) Le programme comporte une erreur de variable. La variable U n'est pas définie et

ne peut pas étre utilisée dans la condition testée. Une instruction correcte serait :

while H <= seuil:

def rang(seuil):

H = 40

N=20

while U <= seuil:
H=1.2%H - 6
N+=1

return N

c) Par tabulation a l'aide la calculatrice, on obsetrve que la plante dépassera 60 cm

apres 7 années.




