Lol binomiale - espaerance

1. Espérance E(X) d'une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale B(n ; p).

1.1.Casoun=2

On considere la variable X qui suit la loi binomiale B(2 ; p).

Loi de probabilité de la variable aléatoire discrete X

k ) 1 2

PX =k) 1 x (1-p)2 2x(1-p) xp xp®

Déterminons l'espérance de la variable aléatoire X.

EX) =
k
EX)=2(1—-p)p+2p%=2p—2p%>+2p>=2p

PX=k)xk=PX=0)Xx0+PX=1)Xx1+P(X=2)x2=PX =1)+2P(X =2)

2
=0

1.2.Casoun=3

On considere la variable X qui suit la loi binomiale B(3 ; p).

Loi de probabilité de la variable aléatoire discrete X

k 0] 1 2 3

P(X=k) 1 x (1-p)3 3% (1-p)2 xp x (1-p) x p2 x p3

Déterminons l'espérance de la variable aléatoire X.

3
E(X)=ZP(X=k)><k=P(X=0)><O+P(X=1)><1+P(X=2)><2++P(X=3)><3

k=0
EX)=PX=1)+2PX=2)+3P(X=3)=3(1—-p)*p +6(1—p)p?+3p3
E(X) =31 —-2p+p*)p + 6p>—6p3+ 3p3 = 3p — 6p? + 6p?
E(X)=3p



Exercice

On considere la variable X qui suit la loi binomiale B(4 ; p). Démontrer que E(X) = 4p.

Que peut-on conjecturer lorsque la variable X qui suit la loi binomiale B(n ; p).

1.3. Cas ou n est un entier naturel quelconque

On considere la variable X qui suit la loi binomiale B(n ; p).

Loi de probabilité de la variable aléatoire discrete X

k 0 1 Lk n-1 n

P(X =Kk) (’;)x (1-p)n x po (rll)x (1-p)t x pt (:) x (1-p)nk x pk (nr_ll) x (1-p) x pnt (Z) x pn

n
Rappel de cours : (a + b)" = Z (Z) a®b™* (formule du bindme de Newton)
k=0

D'apreés le résultat de cours ci-dessus (abordé en seconde, formulé en premiére et consolidé en terminale), en

posant a =petb =1 - p, nous obtenons :

n

P+1-p= Z (Z) prd—pn*

k=0

n
Par conséquent : 1" = 1 = E (Z)Pk(l -p)"k
k=0

n
L'égalité Z (Z)p" (1 — p)™* = 1 traduit simplement le fait que la somme des probabilités du tableau ci-
k=0

dessus est égale a 1. La compréhension de cette relation est essentielle.
Déterminons l'espérance de la variable aléatoire X.

Par définition,ona: E(X) =PX =0)Xx0+PX =1 x1+-+PX=n—-1)x(n-1)++PX=n)xn
Clest-a-dire : E(X) = Xi_o P(X = k) x k avec: P(X=k) = (})p*(1 —p)"*.

Or:Yp o PX=k)xk=YpPX=k)xk

D'ou :

n

B0 = ) ()P a-prtxk=" k()pa-pr
) _

=0

Examinons le terme k(Z)

k n —k n! _ (n—1Dln _ (n—1)! _ (n—1)! -1
(k)_ m—K)k! (n—k)!(k—l)!k_n(n—k)!(k—l)!_n(n—l—(k—l))!(k—l)!_n(k—l)

Par conséquent :
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Examinons la somme Y3_,(}77)p*(1 — p)"*.

St s (ot (o

k=1
S (=g P pr s (] et (]

Or, cette somme est égale a 1 puisqu'elle représente la somme des probabilités d'une variable aléatoire X qui suit

la loi binomiale de parameétres p et n - 1.

o lsyra-prt=p

Par conséquent :

D'ou :

E(X) = nz:=1 (Z } i) p (1 =p)"* =np.

cours

L'espérance E(X) d'une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale (n ; p) est donné par la relation :

EX)=nxp




