LOi bimomialea

variance et ecart-type

2, Variance V(X) d'une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale B(n ; p).

2.1.Casoun=2

On considere la variable X qui suit la loi binomiale B(2 ; p). On rappelle que, dans ce cas, E(X) = 2p.

Loi de probabilité de la variable aléatoire discrete X

k 0 1 2
PX=k) 1 x (1-p)2 2 x (1-p) x p 1xp2?
k- E(X) -2p 1-2p 2-2p

Déterminons la variance V(X) de la variable aléatoire X.
Par définition :
2

V(X) = Z[k _EQOR X P(X = k)

k=0
D'ou :
V(X) =[-2p]> x (1 —p)* +[1 — 2p]* X 2p(1 — p) + [2 — 2p]* x p*
V(X) =4p*> x (1 —p)* +[1—2p]*> X 2p(1 — p) + 4[1 — p]* x p?
V(X) =2p(1-p)[2p(1 —p) + (1 — 2p)* + 2p(1 —p)] = 2p(1 — p)[4p(1 —p) + 1 — 4p + p?]
V(X) =2p(1—-p)[1] =2p(1 —p)
Conclusion :
V(X) = 2p(1—p)
2.2.Casoun=3

On considere la variable X qui suit la loi binomiale B(3 ; p). On rappelle que, dans ce cas, E(X) = 3p.

Loi de probabilité de la variable aléatoire discrete X

k 0] 1 2 3
P(X=Kk) 1 x (1-p)3 3x (1-p)2x p 3 x (1-p) x p2 1xp3
k- E(X) -3p 1-3p 2-3p 3-3p = 3(1-p)

Déterminons la variance V(X) de la variable aléatoire X.
Par définition :
3

V(X) = Z[k _EQOR2 X P(X = k)

k=0



D'ou :

V(X) =[-3p* x (1 —p)* +[1 = 3p]> x 3(1 = p)?p + [2 = 3p]* x 3(1 —p)p* + [3(1 — p)]* x p*
V(X) =3p(1-p)[3p(1 —p)* + (1 —3p)*(1 —p) + [2 — 3p]* xp + 3(1 — p)p?]

V(X) =3p(1-p)[3p(1—2p+p*) + (1 —6p+9p*)(1 —p) + (4 — 12p + 9p*) X p + 3(1 — p)p?]
VX)=3p(1—p)[3p —6p? +3p3+1—6p +9p? —p+ 6p? —9p3 + 4p — 12p? + 9p® + 3p? — 3p3]
V(X) =3p(1 -p)[1] =3p(1 —-p)

Conclusion :

V(X) =3p(1-p)

2.3. Cas oul n est un entier naturel quelconque

On considere la variable X qui suit la loi binomiale B(n ; p). On a par conséquent : E(X) = np.

Loi de probabilité de la variable aléatoire discrete X

k 0 1 Lk n-1 n

P(X =Kk) (’;)x (1-p)n x po (rll)x (1-p)t x pt (:) x (1-p)nk x pk (nr_ll) x (1-p) x pnt (Z) x pn

n
On rappelle que : Z (Z)pk(l —p)k =1
k=0

Déterminons la variance V(X) de la variable aléatoire X.

Par définition, on a :
VX) = [k—EX)]? % P(X = k)
Donc :
VX) = Y [k—np]2 x P(X = k)
D'ou: V(X) = Xi_olk? — 2knp + n?p?] x P(X = k)
Ainsi: V(X) = 20, [k2] X P(X = k) + X0_o[—2knp] x P(X = k) + X1_,[n?p?] x P(X = k)
D'otu:V(X) = YR olk? ] X P(X = k) = 2np Xi_ok X P(X = k) + n?p? Y i_o P(X = k)

E(X)=np

Ainsi: V(X) = Xi_o[k?] X P(X = k) — 2n?p? + n?p? = Y }_ k* X P(X = k) — n?*p?
Examinons a présent la somme Y7_, k? X P(X = k) et remarquons tout d'abord que : k? = k(k — 1) + k

Nous avons donc :

n_k2XP(X=k)=Y0_o(k(k—1)+k) X P(X =k) =¥ _ok(k—1) X P(X = k) + X7_o k X P(X = k)
E(X)=np

Dioit: YT k2 X P(X =k) = X" ok(k— 1) x P(X = k) +np = ¥, k(k — 1) X P(X = k) + np




Par conséquent :

V(X) = Zk(k— 1) X P(X = k) + np — n?p?

k=2

Examinons la somme };7_, k(k —1) X P(X = k).Ona:
n n
_ n K n—k
Zk(k—l)xP(X—k) =Zk(k—1)x(k)><p x (1= p)
k=2 k=2

Examinons le terme k(k — 1) X (Z)

n n! mn—2)(n—1Dn B (n—2)!
ek = 1)(k) =kt =D o - e D e Ttk =tk =k " D e ork =2

k(k—1) (:) —nm—-1) (Z:z)

Par conséquent :

n

zn:k(k—l)xP(X=k)=Zn(n—1)x(Z:E)kax(l—p)”‘k=n(n—1)zn:(z:§)Xp"x(l—p)n‘k
k=2 k=2

k=2

D'ou :
n

zn:k(k—nxP(X:k)=n(n—1)xZ(Z:§)kax(1—p)n—k
k=2

k=2
> (e = (Mt (Mt gtk (102
k=

2, G2 xp == x| (") Aoy (U P xpx @ gy ek (T 5) X

1

-2 _
Donc:Z}jzz(Z_ )kax(l—p)n k=p?

Ainsi :
n
Z k(k—1) X P(X = k) = n(n — 1)p?
k=2
En conséquence :

n
V(X) = Z k(k —1) X P(X = k) + np —n?p? = n(n— D)p? + np — n?p? = n?p? —np? + np — n?p?
k=2

Donc :

V(X) = —np® +np = np(1 —p)



En résultat :

cours

La variance V(X) d'une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale (n ; p) est donné par la relation :

VX)=nxpx(1-p)

L'écart-type o(X) d'une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale (n ; p) est donné par la relation :

o(X) =V(X)




