On considere les polynémes By, By, ..., By, définis de la fagon suivante :
quel que soit le réel x, By(x) = 1 et By(x) = x — % et

pour tout entier naturel n > 2 : B',,(x) = nB,,_;(x) avec B,(0) = B,(1).

1. Déterminons le polynéme B,.
Ona:B'y(x) = 2B,(x) = 2 (x —i) = 2x— 1.

D'ou: By(x) = x? — x + a ou a est une constante indéterminée.

Déterminons le polynéme Bs.

Ona:B'5(x) = 3B,(x) =3(x%? —x +a) = 3x? — 3x + 3a.

D'ou: B3(x) = x3 — %xz + 3ax + b ou b est une constante indéterminée.
Or: B3(0) = B5(1).

Donc: b =13 —%(1)2 + 3a(1) + b.

Ce qui donne : 3a — % =0,dou:a = %.

En conséquence : B,(x) = x% —x + %.

Et: B;(x) = x3 —%xz +%x+b.

Déterminons le polynéme By.

Ona:B',(x) =4B;(x) = 4 (x3 — %xz + %x + b) = 4x3 — 6x% + 2x + 4b.
D'ou: B,(x) = x* — 2x3 + x? 4+ 4bx + ¢ ou ¢ est une constante indéterminée.
Or : B4(0) = B,(1).

Donc:c = (D*—=2(1)3+ (1)?+4b(1) +c.

Ce qui donne: 4b = 0,d'ou: b = 0.

En conséquence : B3(x) = x3 — ;xz + %x.

Et:By(x) =x*—2x3+x%+c.



Déterminons le polynéme Bs.

Ona:B's(x) =5B,(x) = 5(x* — 2x3 + x2 + ¢) = 5x* — 10x3 + 5x2 + 5c.
D'ou: Bs(x) = x° — Sx‘* + §x3 + 5¢x + d ou d est une constante indéterminée.
Or: B5(0) = Bs(1).

Donc: d = (1)° —3(1)4 +§(1)3 +5¢(1) +d

Cequidonne:0=1—E+E+5C,d'of1:56—1=Oth=i.
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En conséquence : B,(x) = x* — 2x3 + x? + 3_10

Et:Bs(x)=x5—§x4+§x3+%x+d.

® Démontrons par récurrence que le polyndéme B, (x) est un polynéme de degré n
pour tout entier n = 2.
Considérons la propriété P(n) : "By, (x) est un polyndme de degré n"

Démontrons par récurrence cette propriété pour tout entier n = 2.

Initialisation
. P 1 X
D'aprés ce qui précéde, on a: Bo(x) = x%—x+ p Donc B, (x) est un polynéme de

degré 2. La propriété est vraie pour n = 2.

Hérédite

Supposons la propriété P(k) vraie. Autrement dit, supposons que By (x) soit un
polynéme de degré k.

A-t-on P(k+1) vraie ? By 1 (x) est-il un polynéme de degré k+1 ?

B'i41(x) = (k + DB (x).

Le polynéme By 41 (x) est une primitive du polyndéme By (x) de degré k.

Dong, le polynéme Bj;1(x) est un polynéme de degré k+1. L'hérédité est vérifiée.

Conclusion
D'apres le théoreme de récurrence, la propriété étant vraie pour n = 2 et étant

héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a 2.



2. Calculons By(x + 1) — By(x).

Calculons B;(x + 1) — B;(x).
1 1
Bix+1) - B =x+1-2—(x-1)=1.
Calculons B,(x + 1) — B,(x).
By(x +1) — By(x) = (x+1)2—(x+1)+%—(x2—x+%).

B,(x + 1) — B,(x) = 2x.

Calculons B3(x + 1) — B5(x).
Bs(x +1) — B3(x) = (x + 1)3 —;(x + 1)2 +%(x +1) — (x3 —%xz +%x).

B;(x +1) — B3(x) = 3x2.

Le calcul de By(x + 1) — B,(x) donnerait 4x3.

On peut conjecturer que : B, (x + 1) — B, (x) = nx"" L.

3. Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, on a:
B,(x + 1) — B,(x) = nx™* quel que soit le réel x

"

Soit P(n) la propriété : "B, (x + 1) — B,(x) = nx™! quel que soit le réel x
A B

Initialisation

P(1) est-elle vraie ? A-ton A=B quandn=17?

Pourn=1,ona: A=B;(x+1)—B;(x) =1
B=1xx=1

D'ou: A = B et P(1) vraie !

Hérédité
Supposons P(k) vraie. Autrement dit,

A-t-on P(k+1) vraie ? A-t-on Byp1(x + 1) — By (x) = (k + 1)xk
c D




Calculons la dérivée de By 41 (x + 1) — Bj4q ().

(Brsr(x + 1) = Biy1(x)) = B'yy1(x + 1) — B'jy1 (%)

Or: B, (x) = nB,,_;(x).

Donc : (Byy1(x + 1) = Bry1 (%))’ = (k + DBy (x + 1) — (k + 1)By (x).
D'ott: (Biy1(x + 1) = By (1)) = (k + D) ]

Et: (Bk+1(x +1) — Bk+1(x)), =(k+1)

Quand les dérivées de deux fonctions f et g sont égales (f'(x) = g'(x)), c'est que les
fonctions sont égales a une constante pres.

Donc: Byy1(x + 1) — By (x) = (k + Dx* + cte.

En posant x = 0, il vient : Bj41(0 4+ 1) — B41(0) = (k + 1)(0)* + cte.
D'ou : By4q(1) — Byy1(0) = cte.

Or : B,(0) = B, (1) pour tout entier n.

Donc: cte = 0.

E, tésultat : By (x + 1) — By (x) = (k + 1)x*

D'ou: C = D. L'hérédité est vérifiée.

Conclusion
D'apres le théoreme de récurrence, la propriété étant vraie pour n = 1 et étant
héréditaire, elle est vraie pour tout entier naturel non nul :
B,(x +1) — B,(x) = nx™1
. Calculons Z;:g k™1

k=p
DRI =04 (O @M+ B e+ ()

’c;::: B, (x +1) — B,(x) = nx" 1.

Donc : x"1 = = [B,(x + 1) — B, (x)]

Dioir: (0)" = ~[B, (1) — B,(0)]
(D™ = ~[By(2) - B, (1]

2" = ~[By(3) - B,(2)]

()" == [By(p + 1) — By(p)]



En additionnant les membres de gauche et de droite ci-dessus, on obtient :

anl Z[Ba(p + 1) — B,(0)]

5. Applications

Calculons 2’;?‘5 k2.

Zk2=—[33(p+1) B0 =3[0+ 1P =5+ 1 + 5+ 1)

- 1 3 1
;k2=§(p+1) (p+1)2—5(p+1)+§]

k=p
Zkz =—(p+1)[z(p+1)2—3(p+1)+1]

k=0

k=p 1

Zkz=g(p+1)[2p2+4p+2—3p—3+1]

k=0

S (p+1D2p+1)
p(p+1)(2p +

k? ==+ D2p® +pl = c
k=0

Calculons Zizg k3.
k=p

3 k= 2By + 1)~ B,(0))
k=0

On obtient :
k=p

Zk3 =%[(p+1)4—2(p+1)3+(19+1)2]
k=0

D'ou:

k=p 1
Z k2 =2p*p+1)°
k=0

Pour calculer Zk 0 P k% on calcule = [Bs (p+1) — Bs(0)].

Elle est pas belle la vie ?



