Apprendre et comprendrea

Exercice 45, page 38 du livre Hyperbole Spécialité Terminale.

SoitP(n):"(1-2) x (1= %) x - (1-5) =22

2n

Démontrer que cette propriété est vraie pour tout n entier tel que n > 2.

Un exemple de rédaction rigoureuse possible parmi une multitude...

On considére la propriété P(n) : "(1 - Ziz) X (1 - 3—12) X e (1 — i) =

n2 2n

Démontrons que P(n) est vraie pour tout entier n > 2.

Initialisation
La propriété P(n) est-elle vraie pour n = 2 7 A-t-on (1 - 212) X (1 - 312) X oo (1 - n_12) = nz—+nl pourn=27?
) B
Pourn=2,0na: A=(1—iz) =1-2=2_1_2
2 4 4 4
—2t1_3
T 22 4

Ona: A =B.DoncP(2) estvraie (la propriété P(n) est vraie pour n = 2).

Hérédité
1

On suppose P(k) vraie, c'est-a-dire (1 - Z%) X (1 — i) X oo (1 — —,) =

k2

La propriété P(k+1) est-elle vraie ? A-t-on (1 - Ziz) X (1 - i) X oo (1 ! ) = D4,

32 - (k+1)2 2(k+1)
c D
c=(1 -1 L 1L __1 — I S W2 SO (S
Ona: C_(l 22> 8 (1 32> S (1 /&) x (1 (k+1)2) - X (1 (k+1)2) = ((k+1)2 (k+1)2)
k1 (e+1)%-1) _ k+1 [(k+D-1][(k+D+1]\ _ k+1 [k][k+2] \ _ (k+2)
Donc: C=—= % ( k+1)? ) T ( (k+1)? ) BT ((k+1)(k+1)) BETD)

=(k+1)+1 _ (k+2)

Or:D 2(k+1)  2(k+1)

Donc: C = D. La propriété est héréditaire (I'hérédité est vérifiée).

Conclusion
La propriété étant vraie pour n = 2 (initialisation) et étant héréditaire, d'aprés le théoréme de récurrence,

elle est vraie pour tout n > 2.



